
DESIGUALTATS

Ignasi Mundet i Riera

Per comencar, deixa'm proposar-te dos problemes ...

• Suposem que tenim n nombres reals qualssevol al, ... , an , de manera que la seva suma

sigui 1. Demostra que la suma dels quadrats d'aquests nombres es rnes gran que lin.
• Prenem novament n nombres reals, al, ... , an, pero ara exigim que siguin positius.
Suposem que el seu producte es igual a 1. Demostra que llavors la seva suma es mes gran

que n.

Abans de continuar llegint, intenta resoldre'ls ...

Te n'has cansat? Dones deixa'm donar-te una pista. Mira de resoldre aquest problema:
Demostreu que per a tot nombre real x es te la desigualtat

x2 - 6x + 13 � 4.

Aquest es mes facil, no? Va, vinga, pensa'l.
Es probable que el primer que hagis fet sigui derivar. Molt be; es una possibilitat. Ara,
tot i que a tu et sembli molt natural, deixa'm dir-te (no t'ofenguis!), que aixo es un pel

recargolat. En efecte, si escrivim

X2 - 6x + 13 = (x - 3)2 + 4,

recordem que un nombre real elevat al quadrat sempre es mes gran 0 igual que zero,

el problema es obvi. Aquesta pista no es cap tonteria. Les derivades son un instrument

potentissim i molt astut, pero n'hi ha d'altres mes elementals i senzills que permeten
resoldre els dos problemes del comencament. En canvi, si vols fer-ho usant tecniques
de calcul infinitesimal, el mes probable es que et faltin alguns coneixements (cosa molt

normal). Per tant, intenta resoldre els dos problemes amb aquesta eina: tot nombre real

elevat al quadrat es mes gran 0 igual que zero. Au, a pensar!
Com que veig que tomes a llegir, t'explico algunes maneres de solucionar els dos problemes.
Es perfectament possible que tu ja els hagis resolt, pero que hagis seguit un altre cami (ja
me l'explicaras). Espero que, en tot cas, les solucions que et dono et resultin interessants ...

La desigualtat de Cauchy-Schwartz
Anem a resoldre el primer. Recordes la formula del producte escalar? Si tens dos vectors de

l'espai, x = (Xl, X2, X3) i Y = (YI, Y2, Y3), el seu producte escalar X· Y = XIYl + X2Y2 + X3Y3
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es igual al producte dels moduls de x i y pel cosinus de l'angle que determinen els dos
vectors. Ara be, com que per a qualsevol nombre a real el valor absolut de cos a esta
entre 0 i 1, resulta que

Elevant-ho tot al quadrat i comparant els termes dels extrems, obtenim:

Ens podem preguntar: si en Hoc de prendre vectors en dimensio tres els agafem en una

dimensio arbitraria, segueix essent certa aquesta desigualtat? La resposta es afirmativa.

Escrivim-ho be:

TEOREMA. Siguin XI, ... , Xn J YI, ... , Yn nombres reals. Llavors es compleix

Aquesta desigualtat s'anomena desigualtat de Cauchy-Schwartz. Demostrem-la. Es­

crivim X = (Xl, ... ,Xn) i Y = (Yl, ... ,Yn). Si prenem qualsevol nombre real)" es eompleix

(X - )..y). (x - )..y) = \\x - )'y\\2 :2: o.

Desenvolupem i obtenim

(X - ),y) . (x - ),y) = X • X - 2)..x . Y + ),2y. y.

Fixa't ara en el terme de la dreta. Oi que es un polinomi en ), amb eoefieients reals? A

mes, hem quedat que aquest polinomi sempre es positiu. Aixo, ja ho deus saber (i si no,

mira de demostrar-ho), implica que el discriminant del polinomi es negatiu. Eserivim-ho:

0:2: (2x· y)2 - 4(x· x)(y· y).

Desenvolupa el terme de la dreta, divideix per quatre, i obtindras que

que es el que voliem demostrar (eserit d'una altra manera). Dones ara torna a pensar el

primer problema, a veure si et surt.
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Desigualtat MA-MG

Si tens n nombres reals, Xl, ... ,Xn, la seva mitjana aritrnetica es defineix:

Xl + ... + Xn
MA(XI, ... ,Xn) = -----­

n

Segur que aixo ja t'ho havien explicat (potser sols escriure la mitjana i). Ara be, no se

t'ha acudit mai que es podria fer la mitjana d'una altra manera? Per exemple, en Hoc de

sumar els nombres i dividir per n, podriem multiplicar-los i calcular l'arrel n.-essima del

resultat. Aquesta mitjana s'anomena mitjana geometrica; l'escriurem:

Quina relaci6 hi ha entre les mitjanes MA i Me? Per exemple, quina es la mes gran?
Esta clar que si els nombres XI, ... , Xn poden ser tant negatius com positius, a vegades
MA > Me i a vegades MA < Me (per que"}. Per tant, a partir d'ara considerarem

mitjanes de nombres positius. Que es pot dir aleshores? Mirem que passa amb dos nombres

positius a i b. Llavors MA(a,b) = atb i Mc(a,b) = vOJj. Quina es mes gran? Va, a

veure si ho endevines!

Sf, es clar: sempre es compleix MA(a,b) 2: Mc(a,b). Per demostrar-ho podem fer servir

el truc de sempre:

Desenvolupo i em surt:

i per tant:
a+b I>b-- > vao

2
-

Ja esta, Ah, per cert! En quins casos es MA (a, b) Mc(a, b)? [Aix» t'ho deixo a tu

perque ho pensis.)
I que passa si en lIoc de considerar mitjanes de dos nombres, les agafem de tres nombres?

o de qualsevol quantitat de nombres? Dones resulta que la desigualtat MA 2: Me sempre

es compleix. Aixo se sol anomenar la desigualtat entre la mitjana aritmet.ica i la

mitjana geornetrica (0, mes curt: desigualtat MA-MG):
TEOREMA. Siguin Xl, ... ,Xn nombres reals positius. Llevoxs es compleix:

i notnes hi ha igualtat quan XI = ... = Xn.
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T'explico una demostracio (molt bonica) que en va donar un matematic hongares que es

diu G.Polya. Primer de tot, demostra (si no la saps), aquesta desigualtat: per a tot x

real, ex-l � x. (En quins casas hi ha igualtat?).
Diguem MA(Xl, ... ,Xn) = a i escrivim:

e=t-l > �
-

a

e='f-l >
X2

-

a

E.n.-l Xn
e a >­

-

a

Multiplico tots els termes de la dreta i tots els de l'esquerra i obtinc:

:rl+"'+xn
n Xl··.· . Xn

e a > .
-

an

lsi ara uso que MA(XI, ... , xn) = a a l'esquerra em queda un eO = 1 i per tant:

1 >
Xl .•.•. Xn

-

an

(aixo es el que volfem demostrar, no?). Queda per veure que nomes hi ha igualtat quan

tots els Xi son iguals (va, fes-ho tu) .

.. i ara sf que pots solucionar el segon problema.

Altres mitjanes

T''explicare una altra manera de demostrar la desigualtat anterior. Es menys enginyosa,
pero es pot usar per demostrar moltes altres desigualtats entre mitjanes. Observa aquestes
propietats trivials de la mitjana aritmetica:

1. MA(XI, ... , Xn, Xn+l, ... , X2n) = MA(MA(XI, ... , xn), MA(xn+I,'" ,X2n)).
2. Si Xl � YI,···, Xn � Yn, llavors MA(XI, ... , Xn) � MA(YI, ... , Yn).
3. Si Y < MA(XI, , xn), llavors Y < MA(Y, Xl,··· ,Xn) < MA(XI, ... ,xn).
4. Si u > MA(XI, , xn), llavors u > MA(Y, Xl, ... ,Xn) > MA(XI,.'" Xn).
Comprova que la mitjana geometrica tambe ho compleix (de fet, es ben raonable que una

mitjana tingui aquestes propietats, no?). Ara siguin XI, ... , Xn nombres positius. Per

demostrar la desigualtat MA(XI, ... , xn) � MG(XI, ... ,xn), usarem induccio sobre n. EI

cas n = 2 es facil, i l'hem vist al comencament de la secci6 anterior. Suposem doncs que
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n > 2 i que el teorema es cert per a tot enter k, 2 :::; k < n. Si n es parell, n = 2m, uso

la hipotesi inductiva:

MA(Xl, ,Xm):::: Me(xl, ... ,xm),

MA(Xm+l, , X2m) :::: Me(xm+l, ... , X2m),

i les propietats anteriors:

MA(Xl, ... , X2m) = MA(MA(Xl,." ,xm), MA(Xm+l, ... , X2m)) ::::

;::: MA(Me(Xl, ... , Xm), Mc(Xm+l"'" X2m)) ::::

;::: Me(Me(Xl,"" xm), Me(Xm+l, ... , X2m)) =

=Me(Xl, ... ,X2m)

Ara suposem que n sigui senar, n = 2m + 1. Vegem que aqui tambe funciona la cosa.

Suposem el contrari, i arribarem a un absurd. Sigui doncs

Aleshores prenc un y tal que a < y < b. Per les propietats de les mitjanes,

Es a dir, que

Pero y, Xl, ... , Xn son n + 1 = 2m + 2 nombres. Ara, per hipotesi inductiva, el teorema es

cert per m + 1 nombres (comprova que m + 1 < n). Pero hem vist abans que si el teorema

es cert per m + 1, llavors tambe ho es per 2m + 2. Per tant ha de ser

Contradicciol (i, per tant, ja hem acabat).
Vegem com aquesta tecnica es pot usar per probar altres desigualtats. Fixa't que per veure

que en general MA :::: MG, nornes he usat que tant MA com Me compleixen les propietats

(1) a (4) i que si prenem dos nombres, aleshores la desigualtat es certa (aquest ultim fet

es facil de demostrar).
Definim ara la mitjana harmonica dels nombres positius diferents de zero Xl, ...

, Xn:

MH(Xl, ... ,Xn)=(l n 1)-+ ... +-
Xl In
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Ara, per veure que sempre MH :::; MA, nomes cal comprovar-ho considerant les mitjanes
de dos nombres, i despres verificar que la mitjana MH tambe compleix les propietats (1)
a (4) (fes-ho!).
En general, si Xl, ••• , xn s6n nombres positius diferents de zero i a =1= 0 es un nombre real,
es defineix:

(
'" + + "')

1/",
Xl ... XnM",(Xl, ... ,Xn)=

n

Observa que la mitjana aritrnetica es MJ i I'harmonica M_l. Definim tambe

Aleshores es pot demostrar aquest
TEOREMA. Siguin a i fJ dos nombres reals qualssevol, i suposem que a < fJ. Llavors

amb igualtat names quan tots els Xi son iguals. Et veus amb cor de demostrar-lo? Pensa

una estona i veuras que amb tot el que t 'he explicat es forca facil,

... i altres desigualtats

Desigualtat de Young
Sigui y = 4>( x) una funci6 que per X :::: 0 es continua, estrictament creixent (es a dir, si

Xl > X2 :::: 0 llavors 4>(xI) > 4>(X2)) i tal que 4>(0) = 0, i 4>(x) -+ (X) quan X -+ (X). Llavors

existeix la funci6 inversa de 4>, que escriurem '!f;. Es compleix per a tot X positiu que

'!f;(<fJ(x)) = x. Aleshores, si a i b s6n nombres positius, la desigualtat de Young diu que

ab:::; foa 4>(x)dx + fob 1j;(x)dx.

Per demostrar-la, dibuixa el grafic de <fJ i veuras que el resultat es absolutament obvi (pots
considerar per separat els casos b > 4>(a), b = 4>(a) i b < 4>(a) ).

Desigualtat de Holder

Considera la desigualtat de Young amb la funci6 <fJ( x) = xp-l. Juga una mica i obtindras
la desigualtat de Holder: Si p i q son positius tals que � + � = 1, aleshores

aP bq
ab «; -+-.

p q
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Oesigualtat de Jensen

Sigui 4> una funci6 definida per a tot nombre real que sigui convexa. Llavors, si XI, ••• , Xn

son nombres reals qualssevol, es compleix

Mes en general, si f es una funcio real definida a l'interval [0, 1J, llavors

Oesigualtat de Bernouilli

Sigui X 2': -1 i 0 < 0: < 1. Llavors

(l+x)"'::; l+o:x.

En canvi, si 0: < 0 0 0: > 1, llavors es compleix

(l+x)"'�l+o:x.

Nemes hi ha igualtat (en els dos casos) quan x = O. (Aquesta es facil de demostar.)

Problemes

Per acabar, uns quants problemes. Alguns es resolen amb el que hem vist fins ara; d'altres

amb una mica d'imaginaci6 i prou; i d'altres, amb les dues coses.

Problemes senzills

DEl.-Sigui n > 1 un nombre natural. Demostra que

DE2.-Demostra que si x + y + z = 6 llavors x2 + y2 + Z2 � 12.
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DE3.-Quin dels dos nombres es mes gran:

(19941994!)201994199419941994.

DE4.-Demostreu que per a qualsevol x real es compleix

DE5.-Quina es la minima longitud possible de la diagonal mes gran d'un trapeci d'area 17

DE6.-Demostreu que donats nombres reals Tj (j = 1,2, ... ,n) arbitraris, es compleix la

desigualtat
n

L COS(Tk - Tj) 2 o.

j,k=1

DE7.-A l'interior d'un quadrat de cost at 1 hi ha nou punts. Demostreu que existeix un

triangle amb l'area mes petita que 1/8 i tal que els seus vertexs son tres dels nou punts
donats.

DEB.-Suposem que n es un nombre natural, i que els nombres a; (on 1 :::; i :::; n) i p son
reals i positius. Demostreu la desigualtat:

DE9.-Sabem dels nombres al, ... , an, que per a qualsevol k es compleix la desigualtat
ak+1 - 2ak + ak-I 2 0 i a mes a mes que al = an = o. Demostreu que aleshores tots els

aj son no positius.

DEIO.-Existeix alguna funcio injectiva f : IR -+ IR que compleixi per a qualsevol x E IR

la desigualtat f(x2) - (f(x))2 2 1/47

DEl1.-Demostra la desigualtat
135 99 1

246··· 100
<

10·
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Problemes no tan senzills

DE12.-Demostra la desigualtat

135 2n - 1 1
- - - --- < ---",==

2 4 6
. . .

2n J3n + 1
.

DE13.-Demostra la desigualtat

135 99 1

246'" 100
<

12'

DE14.-Demostra que per a qualssevol nombres positius Xl, ..• ,Xn es te la desigualtat

DE15.-Sigui A un conjunt de S punts a l'espai de tres dimensions. Siguin Sx, Sy i Sz

les quanti tats de punts que surten ales projeccions ortogonals de A sobre els plans X = 0,

y = 0 i z = 0 respectivament. Dernostra que

DE16.-Sigui f una funcia no negativa, continua i concava a l'interval [0,1] i tal que

f(O) = 1. Llavors

11 xf(x)dx � � (11 f(x)dX)
2

Mostra de solucions

Solucio del problema DE2

Aplicant la desigualtat Cauchy-Schwartz als vectors u = (1,1,1) i v = (x,y,z), surt
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o be, 36 = (x + y + X)2 S; 3{x2 + y2 + ZZ), i d'aqul es dedueix, dividint per 3, el resultat.
La desigualtat no es pot millorar, ja que el vector (2,2,2) fa que sigui xZ + y2 + z2 = 12.

Soluci6 del problema DE6

Sigui el nombre complex
n n

A = L eiTj = L ( cos r, + i sin Tj) .

1

EI seu conjugat es A = L:� e-iTj = L:�(cos T, - i sin Tj), i el producte AA, que es un

nombre real mes gran 0 igual que zero, es

j,k j,k

Observeu que la part imaginaria de AA , que es L:j,k sin(Tj - Tk), es nul-la, tan per la
deduccio anterior, com per la observaci6 directa dels termes sin{Tr - T.) i sin(T. - Tr)
iguals i de signe contrari.

Soluci6 del problema DE11

Observem que
1 2 3 4

2 < 3' 4 < 5'
AiXQ ens permet escriure

k -1 k

-k- <
k + 1

< 1.

(1)2 (3)2 (97)2 ( 99 )2 1234 9798 99 100 1

2 4'
..

98 100
< 2345

...

9899 100 100
=

100

i, fent l'arrel quadrada, surt el resultat

13 99 1
--"'-<-.
2 4 100 10

Soluci6 del problema DEl5

Considerem la familia ITl, ITz, ... , trk de plans paral-lels a z = a que contenen punts del

conjunt donat: es fa passar per cada punt del conjunt inicial un pla paral-lel a z = 0, i es

treuen els plans repetits. Cada un dels plan ITi conte un 0 mes punts del conjunt inicial.

Sigui ai el nombre de punts que son al pla ITi. Designem per Xi, [resp. Yi) el nombre de

projeccions sobre x = 0 (resp. Y = 0) dels punts del conjunt que son a 7ri. Es compleix
k k

s, = LXi, s, = LYi, ai S; XiYi, ai S; s..
1
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Calculant surt
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